Q11 * Mathematik * Aufgaben zur Ableitung
Folgende wichtige Ableitungs-Regeln sind bekannt:
(a-f(x) +b-g(x) y=a-f(x) + b-g'(x) (Linearitat der Ableitung)
(F(x)-9(x) y=f(x)-9(x) + g'(x)-f(x) (Produktregel)

( f(x) }: 9(x)-f'(x) - g'(x)-f(x)
(

g(x) 9(x)? (Quotientenregel)

f(9(x)) ) =f(9(x))-g'(x) (Kettenregel)

Bekannte Ableitungen wichtiger Funktionen

fx)=x" (reR) = f(X)=r-x""
f(x) =sin(x) = f(x)= cos(x) und f(x) =cos(x) = f(x)= —sin(x)

Aufgaben

1. Berechnen Sie die Ableitung f'(x) .
Bestimmen Sie — sofern moglich — alle Punkte des Graphen G¢ mit waagrechter Tangente.

a) f(x)=3x>+ 10x>—45x b) f(x) =3x>+ 5x*—90x
c) f(x)=x-(x*-2x)* d  f(x)=x+D3-(x*+ x?)?
§)  f)=xX+1-(x*=x) ) F(x)=2x - (x*+3x)
0 ) = W = 2

«/x2+1 «fx2+1

2. Bestimmen Sie alle Nullstellen und Extremwerte der Funktion f im Intervall [0 ; 2x].

a) f(x)=2-sin(x) b) f(x) =0,5-cos(x)

Q) f(x) = (sin(x))? d)  F(x) = (Sinx))? + (cos(x)?

e)  f(x)=2-sin(0,5% + 1) f) fu)=3am§+n)

9 o) =tanp) =) p sy h)  f(x) = cotpx) = 25X b g
cos(x) sin(x)

3. Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente im Punkt P(0,5-x / ?) des Graphen der
Funktion f(x) =2-sin(3-x—0,25-7).

4. Bestimmen Sie alle Schnittpunkte der Graphen von f(x) =sin(x) und g(x) = cos(x)
im Intervall [O; =].
Unter welchem Winkel schneiden sich die Graphen dabei?



Q11 * Mathematik * Aufgaben zur Ableitung * Ldsungen

1.a) f(X)=3x>+ 10x*-45x = f(x) =15x" +30x* —45 =15-(x* +2x*-3)
f(x) =15-(x*-1)-(x*+3) und f(X)=0 < x°=1 < X,,=*1,y,=F32
b) f(x)=3x"+ 5x*-90x = f(X) =15x*+15x*— 90 =15-(X* + x> — 6)
f(x) =15-(x*=2)-(x*+3) ; F(X) =0 & x*=2 & X,,=£[2;Yy,,=F68-[2

) f(X)=x-(x*-2x)° = F(X)=(x*-2x)* + x-3-(x*=2x)*-(2x -2) =
(X? =2X)? -[TXx* =8X] =x* - (x—2)* - X - (7TXx—8)= X* - (x —2)* - (7Tx —8)
f'(xX) =0 < x,=0,y, =0 (dreifache NSt.) , x, =2, y, =0 (zweifache NSt.) ,
3 of
X3:§ ' y3:_67;78 ~-107
d f(x)=x+1)* (x*+x*)* =
f(X)=3-(x+D)*- (X + x*)*+ (X+D>-2-(xX*+ x)-(3X°+ 2X) = ... =
(X+1)%- (x> + x?)-[9x® +13x* +4x] = (X +1)? - x* - (X + 1) - X -[9x* +13x +4] =

x3o(x+1)3~9~(x+1)~(x+g) = 9~x3~(x+1)4~(x+g)

4-fache NSt. bei x, =—-1(y,=0) , 3-fache NSt. bei x, =0 (y,=0) ,
5°.4*

einfache NSt. bei x, = —g (Vs 5 ~ 0,002)

e) f(X)=yx+1-(xX*-x) = f'(x):z.iﬁ-(xz—x) +4fx2+1 (2x-1) =..=

X-(X2—X) + (xX*+1)-(2x-1) 3Ix*-2x*+2x -1

JXP+1 JxX2+1
Ldsungen von f°(x) = 0 nicht erkennbar, obwohl es mindestens eine Ldsung geben muss.

3 ’ = 2 . 3 . 2 = =
)  f(x)=2x (x +3x):>f(x)_2.\/§ (¢ +3x) + /2% -(3x*+3) =....

C+3x) +2x-(3x*+3)  TxX*+9x \/7~(7x2+9)

J 2x - J 2x J2
limf’(x) =0 waagrechte Tangente bei (0/0).

Xx—0

, «/x2+1-(2x—1)—2-\/i)(27-(x2—x)

X —-X +1

£(x) =
Tt W ¢ +1)

(X*+1)-(2x-1) —x-(x*-x)  x*+2x -1

«/x2+1-(x2+1) - ,/x2+1-(x2+1)

Losungen von f'(x) = 0 nicht erkennbar, obwohl es mindestens eine Losung geben muss.

9 fx)=

2
Wegen f'(0) =-1<0 und (1) = g >0 gibtesin [0; 1] eine waagrechte Tangente.

2. x2+1 —27’;-(2“3)

2X+ 3 = f(X) = 2-\x"+1 3 2 -3X
NESE! x*+1 (X2+1)-x?+1

fxX)=0 < xlzg;ylz\/f%

hy f(x)=




2. a)

b)

d)

f)

9)

h)

f(x)=2-sin(x) ; fX)=0<= sin(X)=0=x,=0; X,=m; X,=2=n
f(x) = 2-cos(x) ; f(x)=0 <:>x4=g HOP(g;Z); x5=3'7n Tlp(‘%”;—z)

f(x) =0,5-cos(x) ; f(X)=0 < xlzg : xzzg"T”

f'(x) =-0,5-sin(x) ; f'(xX)=0< x,=0 HOP(0/0,5); x,=mn TIP(n/-0,5);
Xs =21t HOP(2w/0,5)

f(x) = (sin(X))*; f(X) =0 < sin(x) =0 < x,=0; X, =7; X;=27
f'(x) =2-sin(x)-cos(x) ; F(X) =0=x,=0; X,=mn; X;=2n; X,=0,57; X, =15%n
Tiefpunkte bei (0/0) , (=/0) und (27/0), Hochpunkte bei (0,5x/1) und (1,57/1)

f(x) = (sin(x))* + (cos(x))* =1 also keine Nullstellen!

f'(x) =0 [f(x)=2-sin(x)-cos(x) + 2-cos(x)-(—sin(x)) = 0]
(Graph hat an allen Punkten waagrechte Tangenten.)

f(x) =2-sin(0,5x+m); f(xX)=0 < 0,5x,+t=z-1 Mt zeZ &
X,=2-(z=1)-mt mit zeZ; hier x,=0, X,=2n

f'(xX) =2-cos(0,5x+ m)-0,5= cos(0,5x+ ) ;

f(xX)=0 < 0,5x,+ = 22+1~n mit zeZ < X,=(2z-1)-nt ; hier x;=n (TIP)

f(x)=3-sin(§+ n); f(x)=0 ®%+ n=znmitzeZ s x,=3-(z-1)-n;

hier nur x,=0;

f’(x):3-cos(§+n)-%:cos(§+n); f(x)=0 < %MZM mit ze Z <
x, = 3(22=hm leB'T“ T|P(3'T”;—3)

; Dy =R\ {

sin(x)

cos(x)

f(xX)=0= sin(X) =0 Xx,=0; X,=m; X;=27

f(x) = tan(x) =

@/ 2eZ}

cos(X) -cos(X) —sin(x) - (—sin(x)) _(cos(x))? +(sin(x))*? 1
(cos(x))’ o (cos(x)® (cos(x))?
f'(x) =0 hat keine Losung, denn f'(x) >1 fir alle xeR.

C?S(X) ;' D,=R\{z-n/zeZ}
sin(x)

f(x) =0 < cos(x) =0 < Xl:g : XZZ:’PT’I

f'(x)= =1+ (tan(x))*

f(x) = cot(x) =

sin(x) - (-sin(x))) — cos(x)-cos(x) _  (sin(x))’+ (cos(x))* = 1
(sin(x))’ S Gy 6in)’

(x) = —1 — (cot(x))?

f'(x) =0 hat keine Losung, denn f(x) < —1 fir alle xeR.

f(x) =




3. f(x) =2-sin(3-x—-0,25-7t) ; P(0,57; y,)
Yo = (0,57) = 2-sin (30,51~ 0,25-1) = 2-sin(1,25m) = —2:0,5-/2 = —[2
f'(X) =2-cos(3-x—0,25-1)-3=6-cos(3-x—0,25-7)
m=f/(0,57) = 6-cos(L,25-1) = —3-/2
Tangente: g(X)=m-x +t mit m=—3~ﬁ und g(X;) =Yy, =
~J2=-32.051+t = t=3./2.051 -2 =/2-(157~1) also
9(¥) =—-3-J2-x+ J2-(L5n-1) ; g(X) ~—4,24-x +525

4. f(x) =sin(x) und g(x) =cos(X);
Schnittpunkte der Graphen in [0 ; x]:

sin(x)

cos(x)

X,=0,25-7 ; y,=0,5-4/2 also nur ein Schnittpunkt S(0,25-7 ; O,5-ﬁ)

f(x) =g(x) < sin(x) =cos(X) < =1 & tan(x) =1 <

Schnittwinkel ¢ der Tangenten:
f'(X) =cos(x) und g'(x) =-sin(x);
m,=f(0,257) =0,5-\/2 und m,=g(0,257) =-0,5-,[2

||

~2.J2 = ©=70,528.°~70,5°
1-05| |05 V2 =0

m,—m
tan((p)z‘1+lm r;
1 2




